Chapitre 1

Nombres complexes

1.1 L’ensemble des nombres complexes

1.1.1 Exprimer les nombres complexes suivants sous la forme a + bi:

a) (1+4i)+ (2 - 3i) D) (1414)
b) (8 + 5i) + (—8 — 5i) j)l
¢) (141)— (2 —6i) 1
k) .
d) (3 —5i) + (=2 — 4i) — (1 — 2i) 2431
1+i
e) 3(5—2i) +2(7—1i) — 3(4 — 3i) 1) -
£) (9+56)(2 — i) 51 30
m) ST h

g) (3+2)(3 — 2i)

h) (3 — 4i)? ) <6ii;@62)2

1.1.2 Calculer %, ¢!, 2, 3, 4%, ... En déduire une formule générale pour i", avec n € N.

1.1.3 Résoudre dans C les équations ci-dessous:
a) 22—34+1=0 c) (1+2i)z=(5—1i)z+ 7+ 26i

b) (1 —4i)z =6 —Ti

1.1.4 Résoudre dans C le systéme d’équations ci-dessous :

{ 2+i)z+2—dw =T7—4i
(I+1)z—dw =241
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1.1.5 Déterminer le conjugué des nombres complexes ci-dessous:

a) z1=5—4i c) z3=2+31
3.
b) 29 = —8—14 d) 24:5—52

1.1.6 Calculer (7 — 8i)(8 — 74) — (4 + 34)(4 — 2i).

1.1.7 Poser z = x + yi et résoudre dans C les équations ci-dessous:
a) 82+5z2=4+3i c) 28(z+1)+2iR(—2+2)=—-1—-12i

b) 22+22+5=0

1.1.8 Soit z un nombre complexe. Démontrer que

2+ Z2=2R(2), 2—-2=29(2)i et 2z=RN(2)"+ ()

1.1.9 Montrer que si w est une solution de '’équation réelle az? + bz + ¢ = 0, alors w en
est une aussi.

1.2 Nombres complexes sous forme trigonométrique

1.2.1 Représenter les points A, B, ..., H dans le plan complexe aprés avoir calculé, si
nécessaire, leurs affixes z4, 25, ..., 2y :
a) 24 =2—1 e) ZE:ZA+5
2
b =-3+2 24— ZA
) zB + £) 2p = A~ ZA
2
C) zc =za+ 2B 6) 2o = —2a
d) zp=24— 2 h) zy=—-Za

1.2.2 Ecrire les nombres complexes ci-dessous sous forme trigonométrique :

a) 1 d) —1—i
b) i e) —1 —+/3i
c) —2 f) 34 4i
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1.2.3 Ecrire les nombres complexes ci-dessous sous forme algébrique :

= oo
bx s
c) [m; —m] f) e

1.2.4 Calculer:

a) [2; ﬂ : [3;%] b) [6; %ﬂ : [3;—1} °) [2; g]?’

1.2.5 Calculer z; 25 et z1/z en utilisant la forme trigonométrique :
a) z1=—1+4+14, z=1+1
b) 21 =—-2—-2V3i, z=>5i
c) 21 =21, 2z9=—31

d) Z21 = —10, Z9 = —4

1.2.6 Calculer le module |z| des nombres complexes suivants:

a) z=2431 f) 2=5
b) z=1+1 g) z=—6
c) z=2i h) z=0
d) z=-3i i) z=cost+sinti

e) z=—1/2++/3/2i

1.2.7 Déterminer les formules de sin(40) et cos(46).

1.2.8 Déterminer:
a) la forme trigonométrique des nombres complexes z tel que 2* =1 + 4,

b) la forme algébrique des nombres complexes z tel que z* = 247 — 7.
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1.2.9 Déterminer sous forme trigonométrique et représenter dans le plan complexe:
a) les racines septiémes de 'unité,

b) les solutions de I’équation 2° = —32.

1.2.10 Déterminer sous forme algébrique les racines carrées complexes des nombres ci-
dessous:

a) 1 d) -9
b) i e) 3+4i
¢) —i £) —5+12i

1.2.11 Soit U I'ensemble des nombres complexes de module 1. Montrer que le produit, le
conjugué et l'inverse d’éléments de U est encore dans U. Est-ce aussi vrai pour la somme,
I'opposé et la racine n-éme d’éléments de U ?

1.3 Propriétés algébriques des nombres complexes

1.3.1 Résoudre dans C les équations ci-dessous:

a) 22 =25 d) 22+32-5=0
b) 22 = —4 e) 22 —=3(1+4)z+6+Ti=0
¢) 222 4102 +17=0 £) (1+2i)22 — (7T+4i)z +5 — 5i = 0

1.3.2 Décomposer dans R[z] et C|z] les polyndmes ci-dessous:

a) 2t —1 d) 26 -1
b) 2zt +1 e) 25— 6224132 —10
c) 22 +1 f) 26 +924 + 2722 + 27

1.3.3 Résoudre dans C les équations ci-dessous:
a) 24— (6+3i)2% + (8 +120)22 =0
b) 23+ 22% + (=4 + 4i)z + 16 + 161 = 0, sachant que —4 est un zéro

¢) 2% — 42+ (8+14)z — 7T+1i =0, sachant que 1 — i est un zéro
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1.3.4 Démontrer que tout polyndéme a coefficients réels de degré impair admet au moins
un zéro réel.

1.3.5 Soit I’équation
32°4+2224+72-20=0

a) Vérifier que le nombre complexe u = —1 + 21 est solution de I'équation ci-dessous.
b) Résoudre complétement I’équation ci-dessus dans C.

¢) En déduire une factorisation du polynéme
P(z) =32 +22* + 72 —20

dans ’ensemble des polynomes a coefficients réels.

1.3.6 On considére la fonction complexe f définie sur C — {—i} par

zZ—1
Z+1

f(z) =

a) Déterminer le nombre complexe z tel que f(z) = i.

b) Trouver les éléments z invariants par f, c’est a dire 'ensemble des nombres com-
plexes z tels que f(z) = z.

1.4 Propriétés géométriques des nombres complexes

1.4.1 Dans le plan de Gauss, on désigne par A, B, C' et D des points non alignés dont
les affixes sont les nombres complexes z4, zg, z¢, zp. Prouver que le quadrilatére ABC'D
est un parallélogramme si et seulement si

Zpa—2p+2c—2p=0

1.4.2 Ecrire les équations des similitudes suivantes:
a) translation d’affixe 3 — 24,
b) homothétie de centre (0;0) et de rapport —2,
c) homothétie de centre (3; —2) et de rapport 3,
d) rotation de centre (0;0) et d’angle 7,
f) symétrie d’axe Oy,
g) symétrie dont ’axe a pour équation x +y = 0,

h

)
)
)
e) rotation de centre (3; —1) et d’angle —7,
)
)
) symétrie dont 'axe a pour équation 2x —y + 4 = 0,
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i) similitude directe laissant fixe (0;0) et envoyant P(4; —2) sur P’(12;8),

j) similitude indirecte laissant fixe (3;3) et envoyant U(—2;5) sur U’(0;4).
1.4.3 Démontrer que
a) la composition de deux similitudes directes est une similitude directe;

b) la composition de deux similitudes indirectes est une similitude directe.

1.4.4 Caractériser géométriquement les similitudes d’équation :

a) 2 = -z f) 2/ =iz -1+
b /: _2 1 )
) 2 =24+3-2i 6) o — +22+4
c) 2/ =1iz+3 V2
. 2i—1
14+ +/3i h) 2/ = (0.640.84)z +
d) 2/ = z NG
2
¢) = (1+i)z+1—i ) 2 =(1+V3i)z+V3—i

1.4.5 On donne les six points A, B, C, A, B', ' formant deux triangles ABC et
A’'B'C" semblables. Déterminer ’équation de la similitude envoyant le triangle ABC' sur
le triangle A’B’C’ et la caractériser géométriquement :

a) A(—=2;-3), B(2;—-1), C(4;1), A'(0;3), B'(7;4) et C'(11;6);
b) A(0;0), B(1;0), C(0;1), A'(2;—1), B'(1;0) et C'(3;0).

1.4.6 Soit o la similitude dont I'équation est 2’ = (1 — v/37)Z + 3 + 3v/3i.
a) Quelle est I'image par o du point d’affixe 1 + /34 ?
b) Soit 4 la symétrie d’axe y = v/3z. Donner son équation.

¢) Donner ’équation de poo, puis décrire sa nature. En donner en particulier les points
fixes.

1.5 Nombres complexes sous forme exponentielle

1.5.1 Démontrer les formules suivantes. Pour tout # € R, on a :

a) el = e 0 , letf] =1 et (€)™l =10

i0 | —i6 i6 _ —if
b) cos(f) = % et sin() = %
i
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1.5.2 Ecrire sous forme polaire (z = 7 - €'?) les nombres complexes suivants :

a) z1=1—1 c) z3=1 e) z5=—V3—i
b) zg=—1+i d) zp=1+iV3

Note : z =7 -€'? = r - cis(f)

1.56.3 Ecrire sous forme cartésienne (z = a + ib) les nombres complexes suivants :

a) w, = 2e's c) wy=e % e) ws =+/3e'd

b) Wy = 36_2i% d) Wy = el f) We = elm

1.5.4 En utilisant la formule de Moivre, calculer cos(36) et sin(36).

1.5.5 En utilisant les formules d’Euler, linéariser cos®(6) et sin®(6).

1.5.6 Soit A, B, C' et D quatre points du plan et z4, zp, zc et zp leur affixe respectif.
Démontrer que la droite AB est perpendiculaire a la droite C'D si et

. %D — RC .
seulement si €1-R*.

ZB — %A

1.56.7 Calculer les racines cubiques de —8.

1.5.8 Soit w =1+ i+/3.
a) Calculer w’

b) Calculer w 1°
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1.6 Solutions des exercices

1.1.1
a) 3+1 h)
b) 0 i)
¢) —1+T7i j)
d) —7i k)
e) 1741 1)
f) 53 — 53i m)
g) 13+ 0: n)
1.1.2 On a i4” — 1’ i4n+1 _ i, Z‘4n+2 — _1’ i4n+3 _
1.1.3 .
_J2_ ! b)
a) 5= {2 2}
c)
114 z=3—-i1etw=1—-2
1.1.5
a) Zp =5+ 4i )
b) Zo = -8+ d)

1.1.6 102+ 5i
1.1.7

) s={214i
R T

b) S = {1+2V2i}
1.1.8 -

119 -~

2 3
13 13

l

17
10 10

119 — 120z

—i, avec n € N.

S={2+1i}

S = {2 - 5i}
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1.21 -
1.2.2
a) [1;0] ) _\/5; %ﬂ]
m[hi} @_z%ﬁ
c) [2;7) f) [5;53, 13]
1.2.3
a) 2 —2v/3i d) 2+ 2/3i
m-4?6+3g% &) —i
¢) -7 f) —1
1.2.4
@{&%ﬂ b) [2;7]
c) [8;7]
1.2.5
a) 2120 =—2, 21z =i
b) 2120 =10v3 =104, 2/2 = —2+3/5+2/5i
C) 2120 =6, 2z/2=—2/3
d) 2120 =40, 2 /20 =15/2
1.2.6
a) V13 d) 3 g) 6
b) V2 e) 1 h) 0
c) 2 f) 5 i) 1

1.2.7  cos(40) = cos*(#) — 6 cos?() sin?(0) + sin*(0),
sin(40) = 4 cos®(0) sin(f) — 4 cos(f) sin®(9).

1.2.8

2 [v2 ”Hw

T ‘97r
"16

'16

. 177

5] (% )

16

b) 244, =2 —i, 1 —2i, —1 + 2.
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1-23;)9 [1; 0], [1 zﬂ, [1;4771, {1;6771, [1§877T]’ {1;10771’ {1;12771’

1.2.10
a) +1 d) +3i
b) i<g+gi ) +(2+1)

£) £(2+ 3i)

1.2.11  Vrai pour l'opposé et la racine n-éme, faux pour la somme.

1.3.1
a) S ={£5} —34++29
2 3:{ : }
b) S = {£2i}
e) S={2—14;1+4i}
-5 3.
C)S:{Ti?} f) S={3—4—i}
1.3.2

a) (% +1)(z+1)(z - 1),
(z+i)(z—d)(z+1)(z—1)

b) (22 4+ V22 +1)(22 — V22 + 1),
1+ 1 14 1 —i
() ) ) )
c) (z+1)(z*—2+1),

(z+1) (z— 1+2\/_Z> (z L _\/1)

d) +1)EE—z+1D)(z—-1D(z2+2+1),

(z+1) (z 1 +2\/§i> (z 1 _2\/§i>

14
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e) (z—2)(2* —42+5),
(z=2)(z—2—-10)(z—2+1)

f) (*+3)°,
(2 + V3i)* (= — V3i)?
1.3.3
a) S ={0;4;2+ 3i} c) S={1—-142—14;1+2i}
b) S = {—4;2i;2 — 2i}
1.34 -
1.3.5
a) —
b) S ={—1+2i;—1—2i;4/3}
¢c) P(z)=B8x—4)(z*+2x+5)

1.4.2

/

a) 2 =2+4+3—-2i g) 2 =—iz

) 2= —-2z _—3+4i2+—16+8@'
c) 2 =32z—6+4i g g

L 84 14

) 2 =iz i) 2 = 2

13 —-11z 814 159
zZ+
29 29

o

h) 2/

o,

I\

e) 2= wz—%i’)—\/ﬁ—k@\/ﬁ—l)i j) 2=

1.43

1.4.4

a) symétrie d’axe Oy

b) translation de vecteur d’affixe 3 — 2i

3 3
¢) renversement sans point fixe : composition d’une translation d’affixe 3 + 5@ et d'une

symétrie d’axe 20 — 2y — 3 =10

15
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d) rotation de centre (0;0) et d’angle g

m
e) composition d’une rotation de centre (1;1) et d’angle 1 et d’'une homothétie de

centre (1;1) et de rapport v/2
f) symétrie d’axe x —y +1=10

g) renversement sans point fixe : composition d’une symétrie d’axe

(V2 —1)r —y —2(v/2 - 1) = 0 et d’une translation d’affixe v/2 + 2 + v/2i
h) symétrie d’axe 2z — 4y + V5 =0

—V3
i) composition d’une homothétie de centre (T\/_, —1) et de rapport 2 et d’une sy-

métrie d’axe v3z — 3y —2 =0

1.4.5
3—1 9+13
a) 2/ = Lot i Z, composition d'une rotation de centre (2; —11) et d’angle —18.43

2 2
v 10

et d’une homothétie de centre (2; —11) et de rapport 5

b) 2/ = (=1 +414)2 + (2 — i), composition d'une d'une symétrie d’axe (1 — v/2)z —y +
V2 — 1 =0 et d’une homothétie de centre (1;0) et de rapport v/2.
1.4.6
a) 1++/3i (c’est un point fixe)
—1+V3i_
—Z
2

¢) 2/ = —22+43+3+/3i, c’est une homothétie de centre (1;/3) et de rapport 2, le point
fixe étant (1;/3).

b) 2/ =

16
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1.56.1 -~
1.5.2

a) 2 = \/§€i7ﬂ'/4
b) 2y = \/§€i37r/4

1.5.3

a) wy =3+
b) wy = —3/2 —3/3/2i

154 -
155 -
1.5.6 -
1.5.7 -

1.5.8
a) —512

c) 23 = ei™/? e) z5 =2 /6

c) wy =+/3/2—1/2i
d) Wy = -3

e) ws = v6/2+6/2i

f) w6:—1

—21/3i

b) —w /2048 —
) —w/ 1024
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