Chapitre 4

Puissances, racines, exponentielles

logarithmes

4.1 Puissances et racines

4.1.1 Simplifier les expressions suivantes :

a) 21.3¢ b) 23.(—3)3.43 () 36.50
1,82 1 2 2 5°
d) 59-51.5%....510 ) 3%2.5%.153 f) =
5 2\° LT
8) h) <—§> D T
4.1.2 Simplifier les expressions suivantes :
a) (22)° b) 2" c) ((=4)%)°

o () 0 (2 ()0

0w () 0

4.1.3 Calculer :

v a () () 0
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4.1.4 Le produit de tous les nombres de chaque ligne et de chaque colonne du tableau
vaut 2'%. Remplir les cases manquantes :

211 272 28
20 23

22 127
2—1 210

4.1.5 Simplifier les expressions suivantes :

53
a) 24'2_2'2 b) (23)_5 C) F
B (D)2 ¢ (@5 n (AL
118
49 100 1280 - 57 - 125
7-3. 227 h) 100000 - 08 ) 2 20
&) 75 ) 100°000 )~z 25)

4.1.6 Simplifier les expressions suivantes et écrivez-les sans fraction :

a) xyz?-3wy- 272325 b) (2ad*3c)t  ¢) (2%3) <;>3 d) (?Zxe)) + (;)

e) (u—21}3)—3 f) % g) <§>2_<g>3 h) (Qy 3y )

4.1.7 Calculer :
a) V25 b) /1000 ¢) v/625 d) /32 e) /729
f) ¢0,027 g) 0,125 h) ¢0,015625 i) v/O  j) </0,000008

4.1.8 Simplifier les expressions suivantes :

a) V24 b) VI8 ¢) V243 d) V50  e) V300 f) V54
¢ VIZF h) VI i) VB0 j) VI000 k) V250 1) V7000
m) 3v/5 —4v20+5v45 - 3v80 n) 2v/40 — 2v/90 + /4000 — 5v/10
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4.1.9 Effectuer et réduire :

a) (OWI12+3)(V3+8)  b) (4V3+V45)(V5 —2v27)
¢) V3-2v2-V3+2V2 d) (V3+1)*

4.1.10 Simplifier les expressions suivantes :

a) VYT b) VIRSEE o VEIL-VEd) VBT o (VT

VV2)
£ V3v3 g) v/5vV5V5 h) V292 Q) \/3V/34/38 ) ¢ 2,6/\3/1;6

4.1.11 Simplifier les expressions suivantes :
Q) Vo (JaPb) Va@ar o Yo (Y@l ) VoV
Q) Va- V@ (Y 1) Va-VE-Ya 8 Va h) (%/a)"

N - ad a-a a®
i) —F i) == k) \/_4 Ve ) ———
Vva a3 a3 \/a_5-\6/5

4.1.12 Rendre rationnel les dénominateurs et simplifier les expressions :

1 2 1 1 2 1
W% 9% Yo Vs Y Een

4.1.13 Ecrire a 'aide d’exposants rationnels :

a) V52 b) V7 ¢ =V d) V2 e)i3 f) 7843 g) V5 h) V37

4.1.14 Ecrire a l’aide de racines et d’exposants entiers positifs :

a) 7= b) 35 ¢) 642 d) —119% ) 3672 f) 85 g) 2773 h) (=3)°P
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4.1.15 Calculer sans l'aide de la machine :

a) V16>  b) (5+162)z ¢) 4-2527 d) (4-25)2

1

e) 19-27s f) (19-27)5 g) (=32)5 h) (32)°5

4.1.16 Calculer :

Wl

a) 83 + 162 + 273 + 811 — 1253 — 10005 b) (3-323 +3- 1085 — 256 - 23) - 2

1 1 1
¢) (32025 4 2.320:25 _ g0T5) . Q0.2 d) 165 —4 - 1228; 13- 2503
3

4.1.17 Simplifier les expressions suivantes et écrivez-les sans fraction :

a) w3y —3/2q,1/6

b) (a~2/3b~1c2)~3/2 . (q~1/2p1/3¢) 2
9 (x2/3y3/4)1/5 . < phy 2 )2/3
25/2¢2/3 21/3y~2/5

4.2 Exponentielles et logarithmes

4.2.1 Reésoudre les équations ci-dessous :

a) 7x+6 — 73:c+4 g> 2733—1 — 92:c—3
b) 67723 — 62x+1 h) 2T . 4T = _§
C) 32x+3 _ 3(x2) 1) (555—2)4 =125. 55:c—3
x2) _ Q3z+42
d) 9(@?) = g3+ j) (35712 =9.3%2
—100x __ r—4
e) 2 = 0, ) k) 34r+2 _ 3. 322+l — _943
1 6—x
f) (Z) =4 1) 5-5%°7 —120-5%73 = 625
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4.2.2 Calculer a la main :

a) logy(1) b) log,(8) c) log,(64) d) log,(1024)
e) logs(5) f) logs(v/3) g) logy3(1/243)  h) logy(27)
i) log(1'000) j) log,(v2) k) log, 5(64) 1) logs(0,04)
m) logy(V27) n) In(e?) o) log,(a) p) log,(a?)
q) log(10000) r) In(e) s) logy(1/8) t) logs(V/3)
u) log(200) —log(2) v) logg(4) +logg(9) w) logs(1) x) log(—1)
y) log(0.0001) z) In(0)

4.2.3 Sachant que log(2) = 0.3010 et log(3) = 0.4771, calculer sans la calculatrice:

a) log(6) b) log(16) «¢) log(v/2) d) log(0,5) e) log(36) f) log <2§7)

4.2.4 Simplifier les expressions ci-dessous sans utiliser la machine :

a) log(16) + 2log(3) — 21log(2) — %log(9) b) log(15) + 31log(10) — log(30) — log(5)

log(20) + log(100) — log(2)
log(5’000) — log(5) + log(0, 1)

1 1
c) 4log(b) + log <5) —3log(3) + 3 log(27) d)
4.2.5 Résoudre les équations ci-dessous :
a) v =1ogy,(32) b) 22 =100 c¢) log,(256) =4 d) log,(xz) =4

e) 10° = f) 21 =27 g) log,(1'000) =3 h) 12° = —49

4.2.6 Résoudre les équations ci-dessous :
a) logyi(z + 1) =logy (7) b) logg(22 — 3) = logg(12) — logg(3)
c) log(x) —log(z + 1) =3log(4) d) 2logs(z) = 3logs(5)

e) In(z) +1In(zx —2) =0,5In(9) ) logg(z+4) =1—logg(x — 3)
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4.2.7 Résoudre les systémes d’équations:

a) { log(x)—i-lgg_i(_y; z 35 b) { log(z) — log(y) i ;

4.2.8 Estimer graphiquement les solutions des équations suivantes:

a) 3x:;(g€+1) b) = +logs(z) =0

4.2.9 Esquisser le graphe des fonctions suivantes:

a) flz)=z-2° £) f(z) =2 +1.1°
b) () == 8) f(x) = logy(x)
o o) — 2 ) f(z) = loga(~2)
Q) Sy =2 ) /@) = s

&) Fa) = 5 j) £(x) = logy(a?)

4.2.10 Donner 'ensemble de définition des fonctions suivantes :

W) ) = 1 ¢) f(z) = log(z* +2a? - 3)

b) f(x) = log; (”” - 1) a) f(z) .

x+3 - log(z? — 1)
4.2.11 Etablir le tableau des signes des fonctions suivantes:
a) f(z) =log(—z*+4x+ 22)

b) fz) =12 — 103

o) f(x) :1%( 2 )

r—1

4.2.12 Une étude a montré que 'indice de satisfaction (sur une échelle de 1 a 10) des
clients abonnés & un service Internet était donné par la fonction s définie par

_ 20In(t+1)+t
B t+1

t>1

s(t)
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ou t représente le nombre de mois écoulés depuis le début de I'abonnement (cette fonction
n’est valable qu’a partir de la fin du 1% mois).

a) Quel est l'indice de satisfaction aprés 5 mois d’abonnement (réponse a deux déci-
males) 7

b) Sil’abonnement est conclu le 1" janvier, au cours de quel mois I'indice de satisfaction
est-il maximal 7

c) Calculer lim s(t).

t——+o0

4.2.13 Dans une école, une étude a montré que le degré d’intérét (sur une échelle de 1 &
10) des éléves au cours d’une legon de 45 minutes est donné par la fonction d définie par

CteeTw 2

d(t) 5

ou t représente le nombre de minutes écoulées depuis le début de la lecon.
a) Quel est le degré de motivation des éléves en entrant en classe ?
b) Quel est le degré de motivation des éléves aprés 20 minutes en classe ?

c) Aprés combien de minutes le degré maximal est-il atteint 7 Donner sa valeur maxi-
male.

4.2.14 Le modéle de Jenss est généralement considéré comme la formule la plus précise
pour prévoir la taille d’'un enfant en age préscolaire. Si y est sa taille en cm et x son age
en années, on a y = 79,041 + 6, 39z — 3261709932 Quelle est, d’aprés ce modéle, la taille
d’un enfant d’une année ?

4.2.15 Larelation d’Ehrenberg In(m) = In(2,4) + 1, 84h est une formule empirique liant
la taille A (en métres) & la masse moyenne m (en kilogrammes) d’enfants agés de 5 a 13
ans.

a) Evaluer, a l'aide de cette formule, la taille moyenne d'un enfant de 7 ans qui
pese 21,8 kg.

b) Evaluer, a l'aide de cette formule, la masse moyenne d’un enfant de 8 ans qui me-
sure 1,5 m.

4.2.16 Dans I’étude de 15 villes ayant une population P allant de 300 a 3’000’000 d’ha-
bitants, on a déterminé que la vitesse moyenne v (en m/s) d’un piéton pouvait étre donnée
approximativement par v = 0,0151 + 0, 258 log(P).

a) Selon ce modéle, quel est la vitesse moyenne d’un piéton a Lausanne (~ 130’000 ha-
bitants) 7
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b) Evaluer, a l'aide de cette formule, le nombre d’habitants nécessaire pour que la
vitesse moyenne d’un piéton soit de 1,5 m/s.

4.2.17 La masse m (en kilogrammes) d’une éléphante d’Afrique a I’age de ¢ (années)
peut étre donnée approximativement par m = 2'600(1 — 0,51e~%057)3,

a) Donner approximativement sa masse a la naissance.

b) Evaluer I'age d’une éléphante d’Afrique ayant une masse de 1,8 tonnes.

4.2.18 Un pécheur esquimau tombe dans l’eau dont la température est de 0°C . La
relation T' = 37e7%92t donne la température 7' de son corps aprés ¢ minutes.

a) Quelle sera la température de son corps aprés 45 minutes.

b) Calculer le temps dont disposent ses amis pour le secourir si l’on sait qu’il s’évanouira
lorsque son corps sera a une température de 25°C.

4.2.19 La population d’une culture bactérienne double toutes les 12 heures. Supposons
que la population initiale est de 10’000 bactéries.

a) Déterminer la relation qui représente la taille de la population N aprés ¢ heures.
b) Combien y aura-t-il de bactéries aprés une semaine ?

¢) Au bout de combien de temps le nombre de bactéries aura-t-il triplé ?

4.2.20 Un étang contient 1’000 truites. Trois mois plus tard, il n’en reste que 600.

a) A laide d’'un modeéle exponentiel, trouver une formule permettant d’estimer le
nombre N de truites restantes aprés ¢ mois.

b) Combien y aura-t-il de truites dans I’étang aprés une année ?

c) Aprés combien de temps y en aura-t-il plus que 807

4.2.21 Un médicament est éliminé du corps par 'urine. Un patient en avale une dose
de 10 mg. Une heure plus tard, des mesures montrent qu’il ne reste plus que 8 mg de ce
médicament dans son corps.

a) A l'aide d’'un modéle exponentiel, trouver une formule permettant d’estimer la quan-
tité () de médicament encore présente dans le corps du patient aprés ¢t heures.

b) Donner approximativement la quantité du médicament dans le corps du patient 8 h
apres ’absorption.

c) Aprés combien de temps, le patient n’aura plus que 1 mg de ce médicament dans
son corps ?
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4.2.22 On place un capital C' & un taux d’intérét annuel ¢ pendant une durée de n
années et on obtient le montant C),. Remplir le tableau ci-dessous :

C 1 n Ch
4"720.— | 3,5% | 12 ans
3,5% | 24 ans | 5'388.65
9'440.— | 3,5% 11'604.17

790.— 72 ans | 9404.43

4.2.23 En 1867, les USA ont acheté I’Alaska a la Russie pour la somme de $ 7/200/000.
En supposant que la valeur du terrain augmente réguliérement de 3% par an, quelle aurait
été sa valeur en ’an 2°000 7

4.2.24 CHF 10°000.- sont déposés sur un compte d’épargne a un taux d’intéréts compo-
sés de 11% par an. Combien faudra-t-il d’années au minimum pour que la somme double ?

4.2.25 Le taux de dépréciation annuel d’une voiture de valeur initiale CHF 18’000.- est
de 25%.

a) Trouver la valeur v de cette voiture aprés ¢ années.
b) Calculer la valeur de la voiture aprés 8 ans.

c) Calculer la valeur de la voiture lorsque ¢ devient trés grand.

4.2.26 Nous avons au départ 50mg de l'isotope Po?!?. Aprés 30 jours, il n’en reste plus
que 43mg.

a) Déterminer la quantité de matiére restante ) aprés t jours.
b) Combien restera-t-il de matiére apres 3 semaines.

c) Quelle est la demi-vie de cet isotope.

4.2.27 Le césium est une matiere radioactive dont la demi-vie est égale & environ 30
ans. On dispose de 100 tonnes de cette substance.

a) Déterminer la quantité de substance restante () aprés ¢ années.

b) Combien restera-t-il de cette substance aprés 5 ans.

4.2.28 Les grottes de Lascaux ont été découvertes en 1940. Des analyses ont montré
que le charbon trouvé dans ces grottes avait perdu le 83% de la quantité de C'** présent
dans les plantes vivantes. Déterminer 1’age des peintures de Lascaux.
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4.2.29 La taille d’'un arbre est souvent décrite par un modéle logistique. Supposons que
la hauteur h (en métres) d'un arbre de ¢ années est donnée par la relation

40

[ —
1+ 200 ¢ 02

a) Quelle est la hauteur d’un arbre vieux de 30 ans?
b) A quel age 'arbre aura-t-il une hauteur de 16m?

¢) Quelle hauteur maximale I’arbre peut-il atteindre ?

4.2.30 La grippe se propage a partir d'un individu malade dans une population de

1’000 personnes. On admet que le nombre de personnes qui sont ou ont été atteintes par
1000

1+999-10-017
a) Combien de personnes ont-elles été atteintes aprés 20 jours ?

la grippe aprés t jours est N =

b) Aprés combien de jours 600 personnes ont-elles été atteintes ?

c) Quel est le maximum de personnes qui peuvent étre atteintes par la grippe?

4.2.31 En 1980, la population des USA était d’environ 227°000°000 habitants et en 1990
d’environ 248’710°000 habitants. Des sociologues prédisent que la population des USA se
rapprochera de 500 millions, mais ne dépassera jamais cette valeur.

a) A l'aide du modéle logistique, donner la population N des USA t années aprés 1980.
b) Quelle fut la population de ce pays en I’an 2000 7

4.2.32 Les démographes utilisent principalement quatre modeéles de croissance de la
population mondiale. Pour chacun d’eux, la population initiale est de 4 milliards en 1976
(t =0) et le taux relatif de croissance instantanée de 2% par année :

e croissance illimitée : P, = 4¢%0% (

en milliards)

e croissance limitée : P, = 20 — 16e~%%%" (en milliards)
20

1 + 4e—0,0250

e modéle de Gompertz : P, = 20(0,2)%%7 (en milliards)

e modéle de Verhulst : P; = (en milliards)

Pour chacun des modéles,
a) calculer la croissance de la population mondiale lorsque ¢t =0, ¢t = 1 et ¢ = 10.

b) au bout de combien d’années la population mondiale atteindra 5 milliards d’indivi-
dus?

c) calculer la croissance de la population mondiale lorsque ¢ devient trés grand.

d) tracer la courbe représentative de chacun des modéles pour ¢ > 0 et comparer les
prédictions de ces quatre modéles.
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4.2.33 Un séisme a été enregistré par un sismographe a 220 km de son épicentre. Calculer
son amplitude si sa magnitude était de 5 sur I’échelle de Richter.
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4.3 Solutions des exercices

1 2%
4.1.1 a) 6*; b) (=24)3; ¢) 155; d) 5% ; ¢) 15°; f) 52; g) ok h) —3 i) 1.
1 28 23 24
4.1.2 a)26;b)28;c)216;d)ﬁ;e)ﬁ;f)g;g)Zl‘r’;h)?;1) 1.
1 1 1 27
4.1. —3;b)=;¢c) —=;d)4d;e)4; ) —.
3a) 167 )27C> 277 ) 7e) 7)8

211 2—2 2—3 28
20 20 25 23
24 2 22 27
271 29 210 274

414

4.1.5 a) 2°; b) 271%:¢) 5°;d) 1;e) 10; ) 11°%; g) 7%; h) 1072; 1) 10°.
4.1.6 a) 312%228; b) 21a®b'2c¢* ; ¢) 22r3s; d) 27y? s e) ubv Y f) 22%y ™7 g) 374w h) 7.
4.1.7 a)5;b) 10;¢) 5;d) 2;e) 3;f)0,3;¢g) 0,5;h)0,25;1) 0;j) 0,02.

4.1.8 a) 2v/6; b) 3v/2;¢) 9v3; d) 5v/2; ¢) 10v/3; ) 3v/6; ) 5v/5; h) 7V3; i) 4V/5;
j) 10v/10; k) 5¢/10; 1) 10v/70; m) —2v/5; n) 13v/10.

4.1.9 a) 1473 +78; b) —14y/15 — 57; ¢) 1; d) 16v/3 + 28.
4.1.10 a) v/7; b) 1200000; c) 4; d) 27; e) 4; f) v/27; g) V78125;h) v/4;i) 3;j) 2.

4.1.11 a) a; b) a; ) a®; d) Va®;e) Vad; f) Va®; g) va; h) Vad;i) Vd®;j) ¥a;
k) ¥/a;1) Va'.

a112 ) V320 20200 Dy 0 VBl VB VB V84 VB + VA

4.1.13 a) 5%3; b) 7V/10; ¢) —7V4. d) 21/2; e) 371/2; ) 215/7 . ) 51/4. 1) 3.

4.1.14 a) V7%; b) V/32; ¢) V643; d) —V11; e) \/%;f) %;g)%;h)--

4.1.15 a) 8; b) 3; ¢) 500; d) 1000; e) 16; f) —2; g) —2; h) 3.

4.1.16 a) —85;b) —482;¢) 6;d) 1.

4.1.17 a) 1siu+#0;b) a?b¥/6c5; ¢) a=277/90y13/12,

421 a) § ={1};b) § ={2};¢) S ={-1;3};d) 5 = {—%;2}; e) S = {_%}; f)

S={Thig) S={3}: W) S=0:1) S ={~8}:)) S= (318 S = {5:1}: ) § = {3}
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422 a)0;b)3;¢)6;d)10;e) 1;f) 1/2;g) —1;h)3;1)3;j) 1/4;k) —=2;1) —2; m)
3/4;1n)2;0)1;p)3;q)4;1r)1;s) =3;t)1/4;u) 2;v) 2; w)0; x) non défini; y) —4;
z) non défini.

4.2.3 a) 0,7781; b) 1,204; ¢) 0,1505; d) —0,3010; e) 1,5562; f) —0, 5283.

4.2.4 a) 2log(2) + log(3); b) 2; c) 3log(5) — 2log(3); d)

DN W

4.2.5 a) S = {5}: b) § = {log,(100)}; ) S = {4} d) § = {16}: €) § = {log(5)} :

ns= {20 Ly s (0yiw s =0

426 2) S = {6}:1) S = {L}: ) S=0:d) S = (VI2}: ) S = {3}: 1) § = {4).
4.2.7
a) (z;y) = (20;5); (z;y) = (5;20) b) (3y) = (2v/5;1/V5)
4.2.8
a) 1; —0.7 environ b) 0.5 environ
429 —
4.2.10 -

4.2.11

4.2.12 -

4.2.13
4.2.14 Selon ce modéle, la taille d’'un enfant d’une année est d’environ 75,77 cm.
4.2.15 a) Il mesure environ 1,2 m; b) il pése environ 37,9 kg.

4.2.16 a) La vitesse moyenne est de 1,3 m/s; b) la population doit étre d’environ 569’411
habitants.

4.2.17 a) A la naissance, elle pése environ 305.9 kg ; b) 26 ans.
4.2.18 a) Elle sera de 15.043 C: b) il faut le secourir avant environ 19.6 min.

4.2.19 a) N = 10'000 - 2//'2; b) aprés une semaine, il y aura 1,6384 - 10° bactéries; c) le
nombre de bactéries aura triplé aprés environ 19 h.

4.2.20 a) Q = 1000 - 0,63 ; b) aprés une année, il y aura environ 129 truites; c) il n’y
aura plus que 80 truites aprés environ 14,8 mois.
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4.2.21 a) N = 10-0,8"; b) aprés 8h, il reste environ 1.68 mg de médicament dans le
corps;

c) il faut attendre 10h, 19min et 8s pour qu’il ne reste plus que 1 mg de médicament dans
le corps du patient.

C 1 n Ch
4"720.— | 3,5% | 12 ans | 7'132.25
4.2.22 | 2'360.— | 3,5% | 24 ans | 5'388.65
9'440.— | 3,5% | 6 ans | 11'604.17

790.— | 3,5% | 72 ans | 9404.43

4.2.23 Le capital aurait valu environ 367'014'6359.
4.2.24 7 ans.

4.2.25 a) v = 18000(1—25%)"; b) aprés 8 ans, la voiture ne vaut plus que CHF 1'802.—;
¢) lorsque ¢ est grand, la voiture ne vaut plus rien.

4.2.26 a) Q = 5000050274 . ) apreés trois semaines, il ne restera plus qu’environ 45 mg
de matiére; c¢) la demi-vie est d’environ de 138 jours.

4.2.27 a) Q = 100 - ¢ 002105 b) aprés 5 ans il restera 89 tonnes de substance.
4.2.28 Les grottes de Lascaux datent d’environ 12’708 av. J.C.

4.2.29 a) Un arbre de 30 ans mesure environ 26.74 m; b) aprés 24 ans et demi, I'arbre
mesurera 16 m; ¢) la hauteur maximale qu'un arbre peut atteindre est de 40 m.

4.2.30 a) Apreés 20 jours, environ 715 personnes seront atteintes; b) 600 personnes seront
atteintes aprés environ 19 jours; c) lorsque t sera trés grand, 'entier de la population, &
savoir 1’000 personnes, seront atteintes.

1.135- 107
4.2.31 N = .
2) 2.927-108 +2.73 - 108 - ¢—0.017t
caine en ’an 2000 valait environ 270°439°855 habitants.

b) selon ce modéle, la population améri-

4.2.32 a) P1(0) = 4, P(1) = 4.08, P;(10) = 4.89, P5(0) = 4, Py(1) 22 4.08, P»(10) = 4.78,
Py(0) = 4, Py(1) 22 4.08, P3(10) = 4.86, Py(0) = 4, Py(1) =2 4.08, Py(10) = 4.82;

b) P, : 11 ans, P, : 13 ans, P3 : 11 ans et demi, Py : 12 ans; ¢) P; tend vers l'infini, P
tend vers 20, P; tend vers 20, P, tend vers 20; d) -.

4.2.33 L’amplitude est d’environ 25 pm.
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