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e) 1, 9, 1, . . .

1 → 31+(→1)n → 9 ⇒ bornée par 1 et 9

f) 1, 3, 7, . . .

1 → fn ⇒ minorée par 1

fn+1 − fn = 1 + 2fn − fn = 1 + fn > 0 ⇒ strictement croissante

2.4.5

a)
3

n− 2
< 0.1 ⇒ 30 < n− 2 ⇒ n > 32 ⇒ N = 33

3

n− 2
< ε ⇒

3

ε
< n− 2 ⇒ n >

3

ε
+ 2 =

3 + 2ε

ε

⇒ n0 = E

(
3 + 2ε

ε
+ 1

)

= E

(
3(1 + ε)

ε

)

⇒ ∀n ≥ n0 |un − 0| < ε ⇒ L = lim
n→∞

un = 0

b)
∣
∣
∣
∣

n

n + 1
− 1

∣
∣
∣
∣
< 0.25 ⇒

∣
∣
∣
∣

−1
n + 1

∣
∣
∣
∣
< 0.25 ⇒

1

n + 1
< 0.25

⇒ 4 < n + 1 ⇒ n > 3 ⇒ N = 4
∣
∣
∣
∣

n

n + 1
− 1

∣
∣
∣
∣
< ε ⇒

∣
∣
∣
∣

−1
n + 1

∣
∣
∣
∣
< ε ⇒

1

n+ 1
< ε

⇒
1

ε
< n+ 1 ⇒ n >

1

ε
− 1 =

1− ε

ε

⇒ n0 = E

(
1− ε

ε
+ 1

)

= E

(
1

ε

)

⇒ ∀n ≥ n0 |un − 1| < ε ⇒ L = lim
n→∞

un = 1

2.4.6

a)
∣
∣
∣
∣

4n

2n− 1
− 2

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

2

2n− 1

∣
∣
∣
∣
=

2

2n− 1
< ε ⇒ 2n− 1 >

2

ε
⇒ 2n >

2

ε
+ 1

⇒ n >
1

ε
+

1

2
⇒ n0 = E

(
1

ε
+

1

2
+ 1

)

= E

(
1

ε
+

3

2

)

⇒ ∀n ≥ n0 |un − 2| < ε ⇒ L = lim
n→∞

un = 2

b)
∣
∣
∣
∣

2n2

1− n2
+ 2

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

2

1− n2

∣
∣
∣
∣
=

2

n2 − 1
< ε ⇒ n2 − 1 >

2

ε
⇒ n2 >

2

ε
+ 1

⇒ n >

√

2

ε
+ 1 ⇒ n0 = E

(√

2

ε
+ 1 + 1

)

⇒ ∀n ≥ n0 |un − (−2)| < ε ⇒ L = lim
n→∞

un = −2

c)
∣
∣
∣
∣

5

n3
− 0

∣
∣
∣
∣
=

5

n3
< ε ⇒ n3 >

5

ε
⇒ n > 3

√

5

ε
⇒ n0 = E

(

3

√

5

ε
+ 1

)
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⇒ ∀n ≥ n0 |un − 0| < ε ⇒ L = lim
n→∞

un = 0

d) pas de limite (si n est pair → 5, si n est impair → 1)

e)
(2n− 1)4

(1− n2)2
=

16n4 − 32n3 + 24n2 − 8n+ 1

1− 2n2 + n4
=

16− 32
n + 24

n2 − 8
n3 +

1
n4

1
n4 − 2

n2 + 1

lim
n→∞

32

n
= lim

n→∞

24

n2
= lim

n→∞

8

n3
= lim

n→∞

1

n4
= lim

n→∞

2

n2
= 0

⇒ lim
n→∞

(2n− 1)4

(1− n2)2
=

16

1
= 16

f)
7n2

≃
n4 − 5

=
7

√
n4→5
n2

=
7

√

n4→5
n4

=
7

√

1− 5
n4

lim
n→∞

5

n4
= 0 ⇒ lim

n→∞

7n2

≃
n4 − 5

=
7≃
1
= 7

2.4.7

a) −1 → cos(n) → 1 ⇒ −
1

n2
→

cos(n)

n2
→

1

n2

lim
n→∞

−1
n2

= lim
n→∞

1

n2
= 0 ⇒ lim

n→∞

cos(n)

n2
= 0

b) −1 → (−1)n → 1 ⇒ −
1

n
→

(−1)n

n
→

1

n

lim
n→∞

−1
n

= lim
n→∞

1

n
= 0 ⇒ lim

n→∞

(−1)n

n
= 0

c) −n → n sin(n!) → n ⇒ −
n

n2 + 1
→

n sin(n!)

n2 + 1
→

n

n2 + 1

lim
n→∞

−n
n2 + 1

= lim
n→∞

→1
n

1 + 1
n2

= lim
n→∞

1
n

1 + 1
n2

= lim
n→∞

n

n2 + 1
= 0 ⇒ lim

n→∞

n sin(n!)

n2 + 1
= 0

d) 1 → n! → nn→1 ⇒
1

nn
→

n!

nn
→

nn→1

nn

lim
n→∞

1

nn
= lim

n→∞

nn→1

nn
= lim

n→∞

1

n
= 0 ⇒ lim

n→∞

n!

nn
= 0

e) 0 → sin
(

1
n2

)

→
1

n2
⇒ 0 → n sin

(
1

n2

)

→ n ·
1

n2
=

1

n

lim
n→∞

0 = lim
n→∞

1

n
= 0 ⇒ lim

n→∞
n sin

(
1

n2

)

= 0

f) nx− 1 → E(nx) → nx ⇒
nx− 1

n
→

1

n
E(nx) →

nx

n

lim
n→∞

nx− 1

n
= lim

n→∞
x−

1

n
= lim

n→∞

nx

n
= x ⇒ lim

n→∞

1

n
E(nx) = x
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2.4.8

a) P (n) : un < 2 u1 =
≃
2 < 2 ⇒ P (1) est vraie

supposons que P (n) est vraie pour un entier n ≥ 1

⇒ un <
≃
2 ⇒ un+1 =

≃
2un <

≃
2 · 2 = 2 ⇒ P (n+ 1) est vraie

⇒ (un)n≥1 majorée par 2

un+1 − un =

≃
2un − un =

(
≃
2un − un)(

≃
2un + un)≃

2un + un
=

2un − u2
n≃

2un + un
=

un

>0
︷ ︸︸ ︷

(2− un)≃
2un + un

> 0

⇒ (un)n≥1 est croissante

b) (un)n≥1 suite croissante et majorée ⇒ suite convergente

L =
≃
2L ⇒ L2 = 2L ⇒ L2 − 2L = 0 ⇒ L(L− 2) = 0

comme (un)n≥1 >
≃
2 ⇒ lim

n→∞
un = 2

2.4.9

a) P (n) : un > 0 u1 = 2 > 0 ⇒ P (1) est vraie

supposons que P (n) est vraie pour un entier n ≥ 1

⇒ un > 0 ⇒ un+1 =
un

un + 1
>

0

un + 1
︸ ︷︷ ︸

&=0

= 0 ⇒ P (n+ 1) est vraie

⇒ (un)n≥1 minorée par 0

un+1 − un =
un

un + 1
− un =

un − u2
n − un

un + 1
= −

u2
n

un + 1
< 0

⇒ (un)n≥1 est décroissante

b) (un)n≥1 suite décroissante et minorée ⇒ suite convergente

L =
L

L+ 1
⇒ L2 + L = L ⇒ L2 = 0 ⇒ L = 0

⇒ lim
n→∞

un = 0

2.4.10

a) P (n) : un < 4 u1 = 1 < 4 ⇒ P (1) est vraie

supposons que P (n) est vraie pour un entier n ≥ 1

⇒ un < 4 ⇒ un+1 =
≃
12 + un <

≃
12 + 4 = 4 ⇒ P (n+ 1) est vraie

⇒ (un)n≥1 majorée par 4
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