
Math. renforçé cours suites 2M 2010-2011

Théorème des deux gendarmes

Soit (an) et (bn) deux suites qui convergent vers la même limite l. Si une suite (un) est
telle que an ≥ un ≥ bn pour tout n supérieur ou égal à un entier donné n0, alors la suite
un converge vers la même limite l.

démonstration : soit ε > 0, comme (an) et (bn) convergent vers l, il existe un entier
n1 ≥ n0 tel que |an − l| < ε et |bn − l| < ε ∀ n ≥ n1

on a aussi an ≥ un ≥ bn ∀ n ≥ n1

⇒ |un − l| ≤ Max(|an − l|; |bn − l|) < ε ∀ n ≥ n1

⇒ (un) converge vers l

1.9 Limites

Théorème

Soit (an) et (bn) deux suites telles que lim
n→+∞

an = a et lim
n→+∞

bn = b. On a pour tout

α, β ∈ R :

a) lim
n→+∞

(αan + βbn) = αa+ βb

b) lim
n→+∞

anbn = ab

c) lim
n→+∞

an
bn

=
a

b
si b '= 0, bn '= 0 ∀ n ≥ n0

d) lim
n→+∞

|an| = |a|

démonstration :

a) soit ε > 0

posons ε′ =
ε

2|α|
> 0 et ε′′ =

ε

2|β|
> 0

comme (an) et (bn) convergent, il existe n0 et n1 tels que

|an − a| < ε′ ∀n ≥ n0 et |bn − b| < ε′′ ∀ n ≥ n1

alors ∀n ≥ Max(n0;n1) = n2 on a

|αan + βbn − (αa+ βb)| = |αan + βbn − αa− βb| ≤ |αan − αa|+ |βbn − βb|

≤ |α| · |an − a|+ |β| · |bn − b| < |α| · ε′ + |β| · ε′′ =
ε

2
+

ε

2
= ε ∀ n ≥ n2

⇒ (αan + βbn) converge vers αa+ βb
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