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Les suites
Exercice 1.

a) u1 = 1 u2 =
4

3
u3 =

3

2
u4 =

8

5

b)
2n

n+ 1
<

2n+ 2

n+ 1
=

2(n+ 1)

n+ 1
= 2 ∀ n ≥ 1

c) un+1 =
2(n+ 1)

n+ 1 + 1
=

2n+ 2

n+ 2
un =

2n

n+ 1

un+1 − un =
2n+ 2

n+ 2
− 2n

n+ 1
=

2n2 + 4n+ 2− 2n2 − 4n

(n+ 2)(n+ 1)
=

2

(n+ 2)(n+ 1)
> 0

⇒ un+1 > un ∀ n ≥ 1 ⇒ la suite est croissante

d) La suite est majorée par 2 et croissante donc elle converge, soit ϵ > 0∣∣∣∣ 2n

n+ 1
− 2

∣∣∣∣ < ϵ ⇒ 2− 2n

n+ 1
< ϵ ⇒ 2n+ 2− 2n

n+ 1
< ϵ ⇒ 2

n+ 1
< ϵ

⇒ n+ 1 >
2

ϵ
⇒ n >

2

ϵ
− 1

n0 = E

(
2

ϵ

)
, alors ∀ n ≥ n0 on a

∣∣∣∣ 2n

n+ 1
− 2

∣∣∣∣ < ϵ ⇒ L = 2

Exercice 2.

a) Pn : un < 5, alors P1 est vraie (u1 = 1 < 5)

supposons que Pn est vraie : un < 5

un+1 =
√
4un + 5 <

√
20 + 5 =

√
25 = 5 ⇒ Pn+1 est vraie

⇒ un < 5, pour tout n ≥ 1

b) u2
n+1 − u2

n = 4un + 5− u2
n = (un + 1) (5− un)︸ ︷︷ ︸

>0

> 0 ⇒ u2
n+1 > u2

n

⇒ un+1 > un ∀n ≥ 1 (car un > 0) ⇒ un est croissante
c) La suite est majorée par 5 et croissante donc elle converge

L =
√
4L+ 5 ⇒ L2 = 4L+ 5 ⇒ L2 − 4L− 5 = 0 ⇒ (L− 5)(L+ 1) = 0

⇒ L = 5 (L = −1 sol à élim.)
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Exercice 3.
−1 ≤ cos(n) ≤ 1 ⇒ −2 ≤ 2 cos(n) ≤ 2

⇒ −2 + 4

n+ 2
=

2

n+ 2
≤ 2 cos(n) + 4

n+ 2
≤ 2 + 4

n+ 2
=

6

n+ 2

lim
n→+∞

2

n+ 2
= lim

n→+∞

6

n+ 2
= 0 ⇒ lim

n→+∞

2 cos(n) + 4

n+ 2
= 0

Exercice 4.

a) lim
n→+∞

(n− 1)2

(2n+ 3)2
= lim

n→+∞

n2 − 2n+ 1

4n2 + 12n+ 9
= lim

n→+∞

1− 2
n
+ 1

n2

4 + 12
n
+ 9

n2

=
1

4

b) lim
n→+∞

3n√
5n2 + 1

= lim
n→+∞

3
1
n
·
√
5n2 + 1

= lim
n→+∞

3√
5 + 1

n2

=
3√
5
=

3
√
5

5

Exercice 5.

a) a1 = 1 · sin(30°) = 1

2

b) a2 =
√
3a1 · sin(30°) =

√
3

2
a1 ⇒ an+1 =

√
3an · sin(30°) =

√
3

2
an =

(√
3

2

)n

a1

⇒ an =

(√
3

2

)n−1

· 1
2

c) (an)n≥1 suite géométrique ⇒
∞∑
n=1

an =
1

2
· 1

1−
√
3
2

=
1

2−
√
3
= 2 +

√
3
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